
３次元多様体のファイバー曲面とヘガード曲面
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1. はじめに
曲面Σ 上の自己同相写像 φ が与えられると，φ をモノドロミーとする円周上の曲面束
Mφ := Σ×R/(x, t) ∼ (φ(x), t+ 1) を構成できる。このとき，曲面 Σ を Mφ のファイ
バー曲面と呼ぶ。一方，Σ が有向閉曲面で，ハンドル体 V の境界と同一視されている
ときは，V の２つのコピー V1, V2 をその境界上の同相写像 φ : ∂V1 → ∂V2 で貼り合わ
せることにより，有向閉３次元多様体 M = V1 ∪Σ V2 が構成できる。このとき，曲面
Σ を M のヘガード曲面と呼ぶ。
ファイバー曲面は，特殊な多様体の中の「圧縮不可能曲面」であるのに対して，ヘ

ガード曲面は任意の有向閉３次元多様体が持つ「圧縮可能曲面」であり，この意味で両
者は全く異なるものである。しかしながら，講演者はこの両者には相通ずるものがある
と考えており，その類似の追求が，研究の内的動機の一つになっている。本講演では，
その事情を，分岐バーチャル・ファイブレーション定理，モノドロミー群，McShane

の等式，幾何構造の観点から説明し，今後の課題について述べる。

2. 基本的な用語と事実
種数 g の有向閉曲面 Σg から n 個の点を除いて得られる曲面を Σ = Σg,n とする。Σ

上の自己同相写像のイソトピー類全体が作る群を MCG±(Σ)，向き保存自己同相写像
のイソトピー類全体からなる部分群を MCG(Σ) で表し，それぞれ拡張写像類群，写像
類群と呼ぶ。以下，誤解の恐れがない場合は，自己同相写像とそれが代表する写像類
を区別しない。
写像類 φ ∈ MCG(Σ) をモノドロミーとする曲面束Mφ の基本群は，次の群表示を持

ち，特に π1(Σ) は π1(Mφ) の正規部分群と同一視される。

π1(Mφ) = ⟨π1(Σ), t | tαt−1 = φ∗(α) (α ∈ π1(Σ))⟩

ここで，φ∗ ∈ Aut(π1(Σ)) は φ の誘導準同型を表す。このとき，包含写像 Σ → Mφ が
誘導する基本群の間の誘導準同型は単射であり，この意味で，Σ は Mφ 内で圧縮不可
能である。
一方，Σ = Σg をヘガード曲面にもつ有向閉３次元多様体 M = V1 ∪Σ V2 の基本群

は，次の群表示を持ち，特に π1(Σ) の商群と理解できる。

π1(M) = π1(Σ)/⟨⟨Z1, Z2⟩⟩

ここで，Zi は Vi のメリディアン（Vi 内の円板を張る Σ 上の本質的単純閉曲線）が表
す元を全て含むπ1(Σ) の最小の正規部分群を表し，⟨⟨Z1, Z2⟩⟩ は Z1, Z2 を含む π1(Σ)

の最小の正規部分群を表す。このとき，包含写像 Σ → M が誘導する基本群の間の誘
導準同型は非自明な核をもち，この意味で，Σ は M 内で圧縮可能である。
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3. 分岐バーチャル・ファイブレーション定理
前節で見たように，ファイバー曲面とヘガード曲面は全く異なる性質を持つが，少し
観点を変えると，両者の間に直接的な関係が見て取れることを，本節で紹介する。そ
のために，複素共役 z 7→ z̄ が定める単位円周 S1 上の Z/2Z 作用の商空間として得ら
れる１次元軌道体 I := S1/z ∼ z̄ を考える。I の底空間 |I| は閉区間 [−1, 1] と同一視
でき，その２つの境界点 ±1 はI の鏡映特異点であることに注意する。すると，３次
元多様体 M のヘガード分解 V1 ∪Σ V2 に対して，M を底空間とする３次元軌道体 O

で，I 上の Σ 束の構造を持ち，その正則ファイバーはヘガード曲面とイソトピックで
あるものが存在する。実際，この事実は，Σ を境界にもつ２つのハンドル体 Vi に対し
て，Σ 上の向き逆転対合 hi で次の条件を満たすものが存在することからわかる。

Vi
∼= Σ× [−1, 1]/(x, t) ∼ (hi(x),−t)

１次元軌道体の間の二重被覆 S1 → I による Σ 束 O → I の引き戻し Õ → S1 は Σ

をファイバーとするファイバー束である。これより，次の分岐バーチャル・ファイブ
レーション定理を得る [39]。

定理 3.1 任意の有向閉３次元多様体 M は S1 上のファイバー束を二重分岐被覆空間
に持つ。更にファイバー曲面の M における像として M のヘガード曲面が得られる。

この定理において，曲面束のモノドロミーは，２つの対合の合成 h2h1 により与えら
れるが，これが擬アノソフ写像になるように h1, h2 を選べ，従って二重分岐被覆空間
は双曲多様体にできることがBrooks [14] により証明されている。
尚，Thurston [44]が提唱し，Agol [1] により最終解決を得たバーチャル・ファイバー

予想「任意の有限体積完備双曲多様体は，円周上の曲面束を有限被覆に持つ」は，予
想が提案された当時は非自明な例を構成することすら簡単ではなかった。しかし，分
岐被覆を使えば，楕円的モンテシノス結び目（特に２橋結び目）から簡単に非自明な
例が構成できる [46, 40]。

4. 曲面上の本質的単純閉曲線とモノドロミー群
曲面 Σ 上の単純閉曲線 α が本質的であるとは，α を境界とする Σ 上の円板あるいは
一点穴あき円板が存在しないときをいう。Σ 上の本質的単純閉曲線のイソトピー類全
体の集合を S = S(Σ) で表す。このとき，拡大写像類群 MCG±(Σ) は自然に S に作用
する。円周上の曲面束のファイバー曲面に対して，次の命題が成立する。

命題 4.1 円周上の曲面束 Mφ において，ファイバー曲面 Σ 上の２つの本質的単純閉
曲線 α と α′ がMφ 内でホモトピックとなるための必要十分条件は，α と α′ がモノド
ロミー群 ⟨φ⟩ の S への作用の同じ軌道に属することである。

それでは，３次元多様体 M = V1 ∪Σ V2 のヘガード曲面 Σ 上の本質的単純閉曲線の
M 内での振る舞いについては，どのようなことで言えるであろうか？　いま ∆i ⊂ S
を Vi のメリディアン全体が作る集合，Z ⊂ S を M 内でヌルホモトピックな本質的単
純閉曲線全体が作る集合とする。また，ハンドル体 Vi の拡張写像類群 MCG±(Vi) の
部分群 Gi := Ker

(
MCG±(Vi) → Out(π1(Vi))

)
を考える。更に，群 Gi を MCG±(Σ)

の部分群と同一視し，MCG±(Σ) の部分群 G = ⟨G1,G2⟩ を考える。このとき，G の S



への作用は，M におけるホモトピー類を保存し，その意味で，群 G はへガード曲面
に対するモノドロミー群の類似と考えることができる。そこで群 G をへガード曲面 Σ

のモノドロミー群と呼ぶことにする。2005年にハイファで開催されたヘガード分解を
テーマとするコンファレンスにおいてMinskyは次のような問題を提起した。

問題 4.2 集合 Z はいつ軌道 G(∆1 ∪∆2) に一致するか？

この問題は，３次元多様体のヘガード分解の類似である絡み目の橋分解に対しても
考えることができる。講演者は，次節で述べるMcShaneの等式の類似の研究 [41]，及
び結び目群の間の全射準同型の研究 [36]において，２橋絡み目の２橋分解に対する上
述の問題（及び関連する問題）に遭遇し，その後，Donghi Lee氏との一連の共同研究
により，２橋絡み目に関するそれらの問題の完全解決に漕ぎ着けた [25, 26, 27]。この
２橋絡み目に対する結果を敷延することにより，Minskyの問題の精密化として，次の
問題が自然に生じる（Problem Session, 数理解析研究所講究録 1777 (2012)）。

問題 4.3 M = V1 ∪Σ V2を有向閉３次元多様体のヘガード分解，あるいは絡み目補空
間の橋分解とする。このヘガード分解あるいは橋分解が十分複雑であるなら（例えば
高いHempel距離をもつなら）モノドロミー群 G に対して次が成り立つか？

(1) 射影的測度付き葉層構造空間 PML(Σ) への G の作用は，空でない不連続領域
Ω(G) を持つか？

(2) Ω(G) = PML(Σ) \G(∆+ ∪∆−) であるか？

(3) Ω(G) に含まれる単純閉曲線 α ∈ S ∩ Ω(G) が M 内でヌルホモトピックになる
ことはあるか？あるいは，単純閉曲線 α ∈ S が M 内でヌルホモトピックとな
るための必要十分条件は α が G(∆1 ∪∆2) に含まれることであるか？（これは α

が G(∆1 ∪∆2) に含まれることと同値か？）

(4) Ω(G) 内に含まれる二つの単純閉曲線が M 内でホモトピックになるための必要
十分条件は，それらが同じ G-軌道に含まれることであるか？

(5) G(∆1 ∪∆2)およびZは測度0であるか？

(6) G は自由積 G1 ∗G2 と同型であるか？

ここで，射影的測度付き葉層構造空間 PML(Σ)は，タイヒミュラー空間 Teich(Σ)の
Thurstonコンパクト化において無限遠境界として現れる球面 S6g+2n−7 であり，そこに
は MCG±(Σ) が自然に作用し，集合 S は PML(Σ) の MCG±(Σ) 不変な稠密部分集合
と同一視されている。Lee氏との共同研究成果は，２橋絡み目補空間の２橋分解に対す
る上述の問題に対して肯定的解答を与えている。その後，Brian Bowditch氏の協力を
得た大鹿健一氏との共同研究 [35]により，一般の場合に対しても進展があり，特に (1)

の肯定的解決，(3)，(4)に対する部分的肯定的解決，そして (6)に対しては，G の向き
保存部分群 G+ に対する肯定的解決 G+ = G+

1 ∗G+
2 が得られた。

本節の最後に，モノドロミー群 G = ⟨G1,G2⟩ と分岐バーチャル・ファイブレーショ
ン定理3.1 との間に，以下の関係があることを注意しておく。

• 定理3.1における曲面束のモノドロミーは，ヘガード曲面のモノドロミー群 G の
部分群 G1, G2 に含まれる向き逆転対合 h1, h2 の積 h2h1 として得られる。



5. McShaneの等式とその類似
T を一点穴あきトーラス，ρ ∈ Teich(T ) をT 上の有限面積完備双曲構造とする。この
とき，T 上の任意の本質的単純閉曲線 α ∈ S = S(T ) は双曲構造 ρ に関する単純閉測
地線にホモトピックであり，従ってその閉測地線の長さ lρ(α) が定まる。McShaneは
学位論文 [30] で次の驚くべき等式を証明した。

定理 5.1 (McShane [30]) ∑
α∈S

1

1 + elρ(α)
=

1

2

この等式はMcShane自身 [31] により一般のカスプ付き双曲曲面に対する等式に一般
化され，Mirzakhani [33] によりカスプ及び測地的境界を持つ双曲曲面へ，Tan-Wong-

Zhang [43] により錐特異点を持つ双曲曲面に一般化された。そして曲面のモジュライ
空間 Teich(Σ)/MCG(Σ) のWeil-Petersson体積の計算へのMcShaneの等式の見事な応
用がMirzakhani [33] により与えられたことにより，その重要性が認識された。
一方，Bowditch [10]はこの等式が任意の擬フックス表現 ρ : π1(T ) → PSL(2,C)（即

ち，ρ は忠実離散表現で，その像として得られるクライン群の極限集合がリーマン球
面内の円周と同相であるもの）に対しても成立することを証明した。但し，そこでは
lρ(α) は H3 の等長変換 ρ(α) の複素的長さ 「（移動距離) + i（回転角)」を表す。更に
Bowditch [11] はS1上の双曲的穴あきトーラス束のカスプトーラス（∼= C/(Z1 + Zλ)）
のモジュラス λ ∈ C∗ を，ファイバー曲面である穴あきトーラス上の本質的単純閉曲線
の複素的長さで表す公式を証明した。
Bowditchの研究に触発された講演者は，秋吉宏尚氏，宮地秀樹氏との共同研究によ

り，一般の穴あき曲面擬フックス群の極限集合の「幅」を表す公式，及び一般の双曲
的穴あき曲面束のカスプトーラスのモジュラスの形を表す公式を得た [5, 6]。曲面束に
ついては，このように一般の場合の結果を得ることができたが，そのずっと前から予
想していた双曲的２橋絡み目に対するMcShaneの等式の類似は証明できずにいた。報
告 [41] において，その予想が２橋絡み目の２橋球面上の単純閉曲線に関する問題に帰
着できることを観察していたが，その問題が解けずにいたのである。しかし，研究集
会で出会ったDonghi Lee氏と共同研究により，問題提出から12年後にそれらの問題を
全て解決できた [25, 26, 27]。
以下，S1 上の T 束に対する McShaneの等式の類似 [11] と，２橋絡み目に対す

るMcShaneの等式の類似 [26] を比較する。まず，擬アノソフ写像 φ ∈ MCG(T ) ∼=
SL(2,Z) をモノドロミーとする S1 上の T 束 Mφ を考える。このとき，モノドロミー
群 ⟨φ⟩ の PML(T ) ∼= S1 への作用は，φ の２つの固定点なる極限集合を持ち，不連続
領域の商 Ω(⟨φ⟩)/⟨φ⟩ は２つの円周 C1, C2 から成る。(Cj)S ⊂ S/⟨φ⟩ を単純閉曲線に
より代表される Cj の点全体の集合とする。

定理 5.2 (Bowditch [11])穴あきトーラス束Mφ のカスプトーラスのモジュラス λ(Mφ)

は次で与えられる。ただし，ρ は Mφ の完備双曲構造のホロノミー表現である。

λ(Mφ) =
∑

α∈(C1)S

1

1 + elρ(α)
= −

∑
α∈(C2)S

1

1 + elρ(α)

次に双曲的２橋絡み目 K を考える。その２橋分解は，T と通約的な４点穴あき球面
S をヘガード曲面とするヘガード分解と理解できる。この２橋分解のモノドロミー群



G は自然に PML(T ) に作用して，カントール集合を極限集合として持ち，不連続領域
の商 Ω(G)/G は２つの閉区間（正確には軌道体 I） C1, C2 から成る。(Cj)S ⊂ S/⟨φ⟩
を単純閉曲線により代表される Cj の点全体の集合とする。∂Cj ⊂ (Cj)S に注意する。

定理 5.3 (Lee-S [26]) 双曲的２橋絡み目 K の補空間のカスプトーラスのモジュラス
λ(K) は次で与えられる。但し，|K| は K の成分数，ρ は S3 −K の完備双曲構造の
ホロノミー表現が誘導する π1(T ) の忠実でない離散表現を表す。

λ(K) =
4

|K|

2
∑

α∈(IntC1)S

1

1 + elρ(α)
+

∑
α∈∂C1

1

1 + elρ(α)


=

−4

|K|

2
∑

α∈(IntC2)S

1

1 + elρ(α)
+

∑
α∈∂C2

1

1 + elρ(α)
+ 1

 ,

こららの２つの等式の証明において，穴あきトーラス束に対してはJorgensen理想四
面体分割 [17] が，２橋絡み目に補空間に対しては（Jorgensen理想四面体分割の類似と
して得られた）S-Weeks 理想四面体分割 [42] が重要な役割を果たした。なお，２橋絡
み目に対する問題4.3の解答は，級数が絶対収束性することの証明で使われた。
２橋絡み目に対するMcShaneの等式の類似が一般の絡み目に対しても存在するかと

いう問題が残るが，このためには，問題4.3の解決に加えて，橋曲面（穴あき曲面）の
モノドロミー群の，カスプからでる測地 ray全体が作る空間 G（∼= S1)への作用を理
解する必要がある。（実際，一般の穴あき曲面束 Mφ に対するMcShaneの等式の類似
[6] においては，モノドロミー φ の G への作用を考える必要があった。）この動機の
下に行ったBowdich氏との共同研究 [13] により，MCG±(Σ) の G への作用の非遊走
集合は「小さい」，特にΣ の任意の双曲構造が定める G 上のユークリッド距離に関し
て，非遊走集合のルベーグ測度は 0 である，という意外な結果が得られた。高次元球
面 PML(Σ) への写像類群の作用はエルゴード的であり，従って非遊走集合は全測度を
持つにもかかわらず，同じ群の円周への自然な作用の非遊走集合が小さいということ
を，意外に思った次第である。定理 5.3 の一般化までには，まだまだ道遠しである。

6. カスプ付き双曲多様体の標準的分割
カスプ付き有限体積双曲多様体 M = Hn/Γ は，コンパクト部分多様体 M0 と有限個
のカスプ Ci (1 ≤ i ≤ µ) を境界で貼り合わせて得られる。ここで，カスプ Ci は n− 1

次元ユークリッド多様体 (Ei, ds
2
i ) を用いて (Ei × [1,∞), 1

t2
ds2i + dt2) の形で与えられ

る。M が結び目 K の補空間である場合は，カスプは K の正則近傍 N(K) から K を
除いた空間 N(K)−K ∼= T 2 × [1,∞) と位相的に同一視できる。
さて，カスプ C = ⊔µ

i=1Ci が指定された時，そのカットローカス P を考える。

P := {x ∈ M | x から C への最短測地線が２本以上存在する}

このとき，P は M の変形レトラクトになっており，Fordスパイン と呼ばれる。ま
た，P はカスプの体積比 vol(C1) : vol(C2) : · · · : vol(Cµ) で決まる。Fordスパイン P
の幾何学的双対 P∗ は，M の理想胞体分割（Epstein-Penner分解）を与える。特に，
vol(C1) = vol(C2) = · · · = vol(Cµ) と選べば， P∗ は双曲多様体 M から一意的に定ま
るため，M の標準的分割と呼ばれている。Epstein-Penner [16] は, ミンコフスキー空



間における凸包構成を通して，分割 P∗ を記述した。ミンコフスキー計量は P∗ 上の
ユークリッド構造を誘導するため，この分割はユークリッド分解と命名されている。
Bowditch-Epstein [12]は，穴あき曲面 Σ上の双曲構造に対して，そのユークリッド分

解のイソトピー類は不変量と理解できることに注目して，タイヒミュラー空間 Teich(Σ)

の自然な理想胞体分割を構成した。この研究から様々な重要な応用が生まれている。
これに対して，３次元以上においては，Mostow-Prasad 剛性定理により，与えられ

た多様体の有限体積完備双曲構造は（存在するなら）一意的である。そのため，カスプ
付き有限体積双曲多様体 M の標準的分割の組み合わせ構造は，M の位相多様体とし
ての完全不変量になる。Weeks が開発したソフト SnapPea は，結び目補空間の双曲
構造，特に標準的分割を計算し，２つの双曲結び目が同型であるかどうかも，標準的
分割の組み合わせ構造を比較することにより答えてくれ，結び目理論研究者にとって
まるで魔法の杖である。最近では，これを精度保証付計算で実行するプログラム [19]

も開発され，様々な問題に応用されている。
具体的に与えられた３次元双曲多様体に対しては，その標準的分割を決定することは可

能であるが，無限族に対して標準的分割を決定するのは簡単ではなく，唯一，Jorgensen
の未完の研究 [21] により円周上の一点穴あきトーラス束の標準的分割が与えられてい
るだけであった [17]。Weeks氏との共同研究 [42] では，第3節の観点から，Jorgensen

分解のアイデアを２橋結び目補空間の橋分解に対して適用することにより，その標準
的分割の候補となる位相的理想単体分割を構成した。
Jorgensenの未完の研究を理解し，それを拡張することにより上述の２橋結び目補空

間の分割が標準的分割であることを証明する，という目標を掲げて行った秋吉宏尚氏，
和田昌昭氏，山下靖氏との共同研究 [7, 8, 9] を以下で説明する。π1(T ) の自由生成系
{A,B} を固定する。このとき，交換子 [A,B] は T の穴の周りを一周する単純閉曲線
により代表される。表現 ρ : π1(T ) → PSL(2,C) ∼= Isom+(H3) が型保存であるとは，
ρ([A,B]) が放物的変換であり，Im(ρ) が H̄3 内に共通固定点を持たないときをいう。
PSL(2,C) による共役を法とする π1(T ) の型保存表現全体が作る空間を R とする。こ
のとき，(A,AB,B) の ρ による像のトレースを考えることにより，次の同型を得る。

R ∼= {(x, y, z) ∈ C3 − {0} | x2 + y2 + z2 = xyz}/ ∼

ここで，∼ は，２つの変換 (x, y, z) 7→ (x,−y,−z), (x, y, z) 7→ (−x, y,−z) が生成する
(Z/2Z)2-作用 による同値関係を表す。フックス表現，擬フックス表現，忠実離散表現，
離散表現の全体が作る R の部分空間を，それぞれ F , QF , DF , D で表す。このとき，
次が成立する（等号は Minsky [32]，最後の同型は同時一意化定理による）。

F ⊂ QF ⊂ QF = DF ⊂ D ⊂ R, F ∼= Teich(T ) ∼= H2, QF ∼= H2 ×H2

以下，一次分数変換 ρ([A,B]) は リーマン球面上の ∞ を固定し，従って，離散表現
ρ ∈ D の像として得られるクライン群 Γ = ρ(π1(T )) において，∞ の固定部分群 Γ∞

は放物的変換から成るとする。３次元双曲多様体 M = H3/Γ のフォードスパイン P
の H3 における逆像 P̃ を考えると，∞ に面する H3 − P̃ の連結成分の H3 における閉
包 Ph(Γ) は，（Γ∞ を法とする）Γ の基本領域になり，Γ のフォード領域と呼ばれる。
その境界 ∂Ph(Γ) の各面は，ある元 γ ∈ Γ − Γ∞ の等長半球面 Ih(γ) ∼= H2 上の測地
的多角形である。ここで，等長半球面 Ih(γ) は，∞ を中心とする十分小さなホロ球体
H∞ とその逆像 γ−1(H∞) から等距離にある点全体が作る H3 の全測地的平面である。



フックス表現 ρ ∈ F のフォード領域 Ph(ρ) はきわめて単純な構造を持つ。ρ を QF
内で変形するとき，Ph(ρ)の組み合わせ構造が単純な状態からどのように変化するかを
解明したのが，Jorgensenの研究 [21]であった。その基本的アイデアを Jorgensenは次
のように表現している：The Ford domain records the history of how the quasifuchsian

group evolved from a simple fuchsian group. もう少し詳しく比喩的に述べると，次の
ようになる。（正確な記述と証明については [8, 9] を参照されたい。）

• ρ ∈ QF のフォード領域 Ph(ρ) の組み合わせ構造は，一般的には，微小変形を
施しても不変であり，唯一，次の「世代交代」によってのみ変化が起こる：ある
等長半球面 Ph(γ) が最前線 P (Γ) := Ph(Γ) ∩ ∂H3 から引退し，それと同時に，
新世代の等長半球面 Ph(γnew) が最前線 P (Γ) の別の箇所から登場する。引退後
のPh(γ) は，擬フックス群進化の証人として Ph(ρ) を安定的に支持し続ける。

和田昌昭氏が開発したソフト OPTi [45] は，擬フックス群のフォード領域，そして
極限集合，が単純なものから極めて複雑なものに進化していく様子をリアルタイムで
見ることを可能にしてくれた。なお，Mumford-Series-Wrightが 20年もの年月をかけ
てようやく完成させた名著 Indra’s Pearls [34] では，穴あきトーラス擬フックス群の
極限集合の摩訶不思議な百変化が，懇切丁寧な説明とともに収録されている。これに
関しては，小森洋平氏による精魂込めた素晴らしい翻訳 [24] もお薦めしたい。
上述のプロジェクトの一環として行った秋吉氏との共同研究 [7] では，ミンコフス

キー空間における凸包構成を用いた有限体積カスプ付き双曲多様体に対するユークリッ
ド分解を，無限体積カスプ付き双曲多様体に対する EPH-分解 (Euclidean-Parabolic-

Hyperbolic 分解)に一般化し，双曲空間における極限集合の凸包の商として定義される
双曲多様体の凸核との関係を調べた。加えて，Keen-Series [23] による穴あきトーラス
擬フックス空間のプリーツ部分多様体への葉層構造的分割

QF = ⊔{P (λ−, λ+) | (λ−, λ+) ∈ PML(T )× PML(T )− diag(PML(T ))}

との関係を調べ，Jorgensen理論の精密化としてEPH予想 [8, Conjectures 8.1-8.3] を
提案した。これらの予想は，Francois Gueritaud氏により，角度構造と最大体積原理を
用いた精緻な議論により，全て肯定的に解決された [18]。
さて，擬アノソフ写像 φ をモノドロミーとする穴あきトーラス束 Mφ の完備双曲構

造は，φ の作用により不変な忠実離散表現 ρ = ρφ ∈ DF から構成される。そして，φ

の PML(T ) ∼= S1 への作用の吸引的/反発的固定点を λ± とすると，ρ は QF のプリー
ツ部分多様体 P (λ−, λ+) の R における閉包の特別な境界点として得られる。この意味
で，ファイバーが作る穴あきトーラスクライン群 ρ ∈ DF は P̄ (λ−, λ+) ⊂ QF の中で，
極限まで進化を遂げたクライン群といえる。なお，そのフォード領域は，Jorgensen理
論を QF へ拡張することにより得られ [3]，実際，JorgensenとMardenはこのような
観点から，双曲構造を持つ円周上の曲面束を具体的に構成していた [20, 22]。また，こ
れとは独立に，Riley [37] は，初等的な方法により，最も単純な双曲的穴あきトーラス
束である８の字結び目補空間の双曲構造を構成していた。これらの研究が Thurston に
インスピレーションを与え，ハーケン多様体に対する一意化定理が完成させるに至った
のであった。（この経緯に関するとても興味深い Riley 氏の個人的回想が [38] にある。）
以下で，２橋絡み目補空間の双曲構造も，橋構造の観点からみると，やはり極限ま

で進化を遂げたクライン群と理解でき，そしてそのフォード領域が，Jorgensen理論の



QF の外部への拡張により構成できることを説明する。まず橋構造の観点からみると，
２橋絡み目補空間は，４点穴あき球面 S と閉区間 [−1, 1] の直積 S × [−1, 1] に，二つ
の2ハンドル D2

± × I を S×{±1} に貼り付けて得られることに注意する。２橋絡み目
の (Z/2Z)2-対称性を勘案すると，このことは，２橋絡み目補空間が，T × [−1, 1] に，
二つの2ハンドル軌道体 (D2

±/(z ∼ −z))× I を T × {±1} に貼り付けて得られる軌道
体と通約的であることを意味する。この2ハンドル貼り付けという位相的な操作が，以
下のように，双曲的錐多様体の連続族として幾何的に実現できるのである。接着円周
∂(D2

±/(z ∼ −z)) が定める T の本質的単純閉曲線を r± ∈ S ⊂ PML(T ) とする。この
とき，有理的プリーツ部分多様体 P (r−, r+) ⊂ QF ⊂ R は自然に QF の外部への拡張
P̂ (r−, r+) をもつ。しかも，Jorgensen理論の QF の外部への自然な拡張を考えること
により，P̂ (r−, r+)− P (r−, r+) は，双曲的錐多様体の連続族を与え，その「終点」が，
２橋絡み目補空間の完備双曲構造を与えることがわかる。これが我々の主張である [9,

Preface]。（この主張はOPTiで見ると一目瞭然であるが，未だに論文を執筆していな
いことを申し訳なく思っている。）この主張は次のことを意味する：クライン群の空間
D ⊂ R の孤立点である２橋結び目群は，双曲的錐多様体の連続族により，D の大陸で
ある QF と結ばれている。言い換えると，２橋結び目群は，クライン群の空間の大陸
QF の外部 R−QF において，この航路に沿って極限まで進化を遂げたクライン群と
理解できる。
ファレイタイル張りが指定された双曲平面 H2

において，各理想頂点 r に閉区間のコ
ピー [0, π]rを付け加えて得られる「トゲ付きファレイダイアグラム」Ĥ2 = H̄2∪r∈Q̂[0, π]r
を考えると，穴あきトーラスに関する Jorgensen 理論の究極の拡張として，次が成立
すると予想している。

予想 6.1 π1(T ) の型保存離散表現全体の空間 D は，「自然に双曲的（錐）多様体のホ
ロノミー表現と理解できる」 型保存表現全体の空間 D̂ ⊂ R に含まれる。更に，全単
射 ν : D̂ → Ĥ2 × Ĥ2 −∆ が存在し，ρ ∈ D̂ のフォード領域 Ph(ρ) の組み合わせ構造
は ν(ρ) により記述できる。ここで ∆ は，対角線集合を含む Ĥ2 × Ĥ2 のある（きちん
と記述できる）部分集合を表す。

D̂ の各元に対して，McShane の等式の類似が成り立つと予想するのは自然であり，
実際，Hecke群と２橋結び目群の「合いの子」としてRileyにより導入されたHeckoid

群に対しては証明済みである [28, 29]。また，秋吉氏，Lee氏と行なった実験的な共同
研究 [4] は，前述の双曲的錐多様体の連続族に対して McShane の等式の類似が成り立
つことを示唆しているように思える。なお，秋吉宏尚氏は錐点付きトーラスに対する
Jorgensen理論の類似の確立を目指した研究を行っている [2]。また，錐点付きトーラ
ス基本群の PSL(2,C) 表現空間内において，有理的プリーツ部分多様体の拡張を考え
るというアイデアを用いた研究が，Gaven Martin氏と山下靖氏により行われ，小さな
余体積を持つ算術的クライン群の研究への興味深い応用が与えられている [15]。

末筆になりましたが，共同研究者の皆様に深く感謝いたします。個性豊かな様々な
方々と共同研究ができたことは，私の大切な心の財産になっています。
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