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概 要

本稿では，Chas-Sullivanによって創始されたストリングトポロジー理論に
おけるループホモロジー上の代数構造や，それらについてこれまでに得られ
ている種々の結果について概観する．まずループホモロジー上のループ積，
Batalin-Vilkovisky代数構造と 2次元位相的量子場理論についての解説を行
う．その後，Sullivanによって導入された被約ループホモロジー上の余積の
解説をする．特に有理ホモトピー論によるSullivanの余積の有理モデル，そ
れを用いた具体的計算例やループホモロジーのHodge分解との関連について
述べる．

1. はじめに
位相空間Mに対し，LMをMの自由ループ空間とする．つまりS1からMへの連続写
像全体にコンパクト開位相を備えた空間である．自由ループ空間について，これまで
に興味深い研究結果が幾つもあげられている．例えば，自由ループ空間に対するMorse

理論がある．それを用いる事で，「単連結リーマン多様体上の測地線は無限に存在する
か？」という問題が自由ループ空間の有理係数コホモジー環と関連づけられる事が示さ
れている ([24], [41])．他にはChen[7]の反復積分の理論や，Jones[29]，Goodwillie [21]

による自由ループ空間の（余）単体的モデルを用いた方法により，自由ループ空間の
(コ)ホモロジーとHochschildコホモロジーとの密接な関係が明らかにされている．シ
ンプレクティック幾何の文脈では，Viterboによって余接束の全空間のFloerホモロジー
が自由ループ空間のホモロジーと同型になる事が発見された．詳しくは [1]を参照して
欲しい．
1999年には，Chas-Sullivan[5]によってストリングトポロジーの理論が創始された．

ストリングトポロジーとは簡単に述べると，向き付けられた閉多様体の自由ループ空
間のホモロジー（以後ループホモロジーと呼ぶ）上の代数構造を研究する分野である．
彼らの論文を皮切りに，これまでにループホモロジー上の数理物理を起源とする豊か
な代数構造が発見されてきた．まずChas-Sullivanによってループ積と呼ばれるループ
ホモロジー上の積，そしてBatalin-Vilkovisky(BV)代数構造が導入され，S1同変ホモ
ロジーHS1

∗ (LM)上にLie代数の構造が定義された．その構造が拡張され，ループホモ
ロジーはCohen-Godin[8]によって2次元位相的量子場理論，Godin[20]によってホモロ
ジー的共形場理論である事が示された．ループホモロジー上のBV代数構造について
は，HochschildコホモロジーやFloerホモロジー上のBV代数構造との関係が深い ([1],

[12], [16])．
本稿で扱うのは，ストリングトポロジーの文脈でSullivan[36]によって導入された余
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積である：
∨ : H∗(LM,M) −→ H∗(LM,M)⊗H∗(LM,M).

ここでMは定値ループ全体の空間と思い，LMの部分空間と見なしている．相対ホモ
ロジーH∗(LM,M)を被約ループホモロジーと呼ぶことにする．余積∨は簡単に述べる
とループホモロジーのホモロジー類の自己交差の情報を取り出すものであり，この余積
とループ積は被約ループホモロジーに infinitesimal双代数の構造を与える事がSullivan

によって示されている．本稿では，主に Sullivanの余積について著者の研究結果を交
えながら紹介したいと思う．
本稿の構成は次の通りである．第 2章では，ストリングトポロジー理論の文脈で登

場するループ積，BV代数，2次元位相的量子場理論といったループホモロジー上の構
造に触れる．特に，これまでのそれぞれの構造の性質について紹介する．第 3章では，
Sullivan余積に関する先行研究やホモトピー論的構成方法，その性質について紹介す
る．第4章では，論文 [35]に沿ってSullivanの余積に関する著者の結果について述べる．
有理係数の場合の具体的な計算例やループホモロジーのHodge分解と呼ばれる直和分
解との関連について紹介する．

2. ループホモロジー上の代数構造
本章では，ループホモロジー上のループ積，BV代数，２次元位相的量子場理論の構造
について紹介する．今後，Mはm次元の向き付けられた閉多様体とし，S1をR/Zと
同一視する事にする．また簡単の為，ホモロジーの係数は全て体で考える．

2.1. Chas-Sullivanのループ積

ストリングトポロジーで最も基本的な代数構造として，Chas-Sullivan[5]のループ積

µ : Hp(LM)⊗Hq(LM) −→ Hp+q−m(LM)

がある．ここではCohen-Jones[9]によるホモトピー論的構成方法を簡単に紹介する．ま
ずファイバー積

LM ×M LM = {(γ1, γ2) ∈ LM × LM | γ1(0) = γ2(0)}

と包含写像 j : LM ×M LM → LM ×LMを考える．2つのループを繋げて１つのルー
プとみる写像を comp : LM ×M LM → LMとしたとき，ループ積は次の合成で定義さ
れる：

H∗(LM)⊗H∗(LM)
× // H∗(LM × LM)

j! // H∗−m(LM ×M LM)
(comp)∗// H∗−m(LM).

ここで，×はクロス積，j!は jのGysin写像である．ループ積は（符号の差を除いて）
結合的かつ可換な積であり，c :M → LMを包含写像，[M ] ∈ Hm(M)を基本類とする
時，c∗([M ])はループ積の単位元となる．
またループ積はH∗(M)上の交叉積の持ち上げになるよう定義されている．つまり，

評価写像 ev0 : LM → M，ev0(γ) = γ(0)に対し，ホモロジーの間に誘導される射
ev0∗ : H∗(LM) → H∗(M)は積を保つ．
具体的計算例については，Cohen-Jones-Yan[11]によって与えられた球面と複素射影

空間の場合が一番初めの例であろう．彼らはLeray-Serreスペクトル系列を用いて計算



を行った．コンパクト Lie群の場合はHepworth[25]，向き付けられた閉曲面の場合は
Vaintrob[39]やKupers[30]が調べている．Lupercio-Uribe-Xicotencatl[31]はOribifold

のストリングトポロジー理論を展開し，レンズ空間のループ積の計算を行っている．
Asao[3]は彼らの結果を一般化し，それを用いてポアンカレホモロジー球面の計算例を
与えている．
ループ積は当初，多様体の微分同相型不変量ではないかと期待されていたが，Cohen-

Klein-Sullivan[10]によってホモトピー不変量である事が示された．

2.2. Batalin-Vilkovisky代数構造

自由ループ空間にはループを回転させる事で自然にS1作用が定義される．このS1作
用と基本類 [S1] ∈ H1(S

1)を用いて，ループホモロジー上に次数1の写像

∆ : H∗(LM)
[S1]× // H∗+1(S

1 × LM)
(S1作用)∗ // H∗+1(LM)

が定義される．H∗(LM) = H∗+m(LM)と定義する時，ループ積µと∆に対し，Chas-

Sullivanによって次の定理が示された．

定理 2.1 ([5]) (H∗(LM), µ,∆)はBV代数である．

つまり，∆2 = 0を満たし，a, b ∈ H∗(LM)に対し，

{a, b} = (−1)|a|∆(a • b)− (−1)|a|∆(a) • b− a •∆(b)

と定義すると，これは次数 1の Lie括弧積であり，更に Poisson関係式 {a, b • c} =

{a, b} • c = (−1)|b|(|a|+1)b • {a, c}を満たす．ここで•はループ積を意味する．
Chas-Sullivanの論文によると，上述のBV代数構造の発見の背景にはGoldman Lie

代数があると述べている．Goldman Lie代数とは，Goldman[22]によって定義された向
き付けられたコンパクト曲面の自由ループのホモトピー類から生成される自由アーベ
ル群上のLie 代数構造の事である．彼は曲面上の平坦接続のモジュライ空間の研究の
文脈で，このLie代数構造を導入している．Chas-Sullivanは，Goldman Lie代数の高
次元多様体への一般化の過程でループホモロジー上のBV代数構造を得ている．
第１章でも述べた通り，ループホモロジーとHochschildコホモロジーの間には密接な

関係がある．Mを単連結閉多様体とし，Mの有理係数特異コチェイン代数のHochschild

コホモロジーHH∗(C∗(M ;Q);C∗(M ;Q))を考える．この時，Connes境界作用素によ
りHochschildコホモロジーはBV代数になる ([32])．このBV代数構造はストリングト
ポロジーとの関係が深く，Félix-Thomas[16]によってBV代数としての同型が与えられ
ている：

H∗(LM ;Q) ∼= HH∗(C∗(M ;Q);C∗(M ;Q)).

係数体が有理数体でない場合はこの結果は一般には成り立たない事に注意する．実際，
Menichi[33]は，MがS2で係数体がZ/2の場合に反例を与えている．

2.3. 2次元位相的量子場理論

ループ積の構成の拡張として，Cohen-Godinの次の定理がある．

定理 2.2 ([8]) H∗(LM)は，（余単位元を持たない）2次元位相的量子場理論である．



Σ = Σg,p+qを種数 gで，p-inboundary，q-outboundary （ただし q ≥ 1）を持つ向き付
けられた 2次元コボルディズムとする．つまり，S1の p個の非交和⊔pS1から q個の非
交和⊔qS1へのコボルディズムである．彼らはこれに付随する次数mχ(Σ)の作用素

µΣ : H∗(LM)⊗p −→ H∗(LM)⊗q

を構成した．ここでχ(Σ)はΣのEuler標数である．これをΣに付随するストリング作
用素と呼ぶ．特にパンツ型コボルディズムΣ0,2+1に付随するストリング作用素はルー
プ積と一致する．一方で，逆向きのパンツ型コボルディズムΣ0,1+2に付随するストリ
ング作用素はループホモロジー上の次数−mの余積となる．これはループ余積と呼ば
れる．ループ余積については同時期にSullivan[36]によっても導入されている事に注意
しておく．彼らの結果により，ループホモロジー上の豊かな代数構造が発見されたよ
うに思えた．しかしながらTamanoiによって次の定理が示された．

定理 2.3 ([37]) Σの種数が1以上の時，それに付随するストリング作用素は自明となる．

この定理はループ余積が殆ど自明な作用素である事から従う．特にMが奇数次元多様
体の時は，ループ余積は自明な余積である事がTamanoi[37]により証明されている．
ストリングトポロジー理論は多様体ではない空間に対しても展開されている．例え

ばChataur-Menichi[6]は，分類空間のストリングトポロジーを導入している．この場
合，コンパクト連結Lie群の分類空間のループ余積は十分非自明な作用素であり，逆に
ループ積は自明となる ([27])．つまり，上述で述べたTamanoiの多様体に対する結果と
は双対的な振舞いをする事が分かる．他にはBorel構成 [28]やGorenstein空間 [16]の
ストリングトポロジーも展開されている．ここでGorenstein空間とは，Félix-Thomas-

Halperin[13]によって導入された多様体のポアンカレ双対性を一般化した空間である．
著者 [34]は，あるBorel構成のループ積，ループ余積を計算し，それらが共に十分非自
明である事を示した．つまりループホモロジーの2次元位相的量子場理論の構造は，多
様体を含む広いクラスで捉えた方が良い事が分かる．

3. Sullivanの余積
3.1. 先行研究

論文 [36]において，Sullivanはループ余積とは異なった次数1−mの被約ループホモロ
ジー上の余積

∨ : H∗(LM,M) −→ H∗(LM,M)⊗H∗(LM,M)

を導入した．この余積とループ積µはH∗(LM,M)に infinitesimal双代数の構造をもた
らす．つまり写像としての等式

∨ ◦ µ = (µ⊗ 1) ◦ (1⊗ ∨) + (1⊗ µ) ◦ (∨ ⊗ 1) : H∗(LM,M)⊗2 −→ H∗(LM,M)⊗2

を満たす．この等式は，H∗(LM,M)をループ積により代数と見なした時，余積 ∨が
Leibniz則を満たす事を意味している．infinitesimal双代数の詳細については，例えば
[2]を参照して欲しい．
Sullivanのこの余積の導入の背景には，Turaev余括弧積があると思われる．Turaev

余括弧積とは，向き付けられたコンパクト曲面上の閉曲線の自由ホモトピー類に対す
るLie余括弧積であり，結び目の量子不変量の文脈でTuraev[38]により導入されたもの



である．2.2節で述べたGoldman括弧積と合わせて，Goldman-Turaev Lie双代数と呼
ばれている．このLie双代数構造を，Kawazumi，Kuno，Massuyeau，Turaev等が曲面
の写像類群の研究に応用している．詳細は，例えばKawazumi-Kuno[26]を参照して欲
しい．
Sullivanの余積に関する研究は，例えばBasu[4]によって，∨の幾何学的構成方が与

えられている．Gorensky-Hingston[23]は，Sullivanの余積とリーマン多様体上の閉測
地線との関係を調べている．しかしながら，この余積に関する研究は著者の知る限り
では殆どなされていないのが現状である．

3.2. Sullivanの余積のホモトピー論的構成

Sullivanの余積の構成方法を紹介する．これから紹介するのは 2.1節で述べたCohen-

Jones[9]によるループ積のホモトピー論的構成方法のアイディアを用いた，著者 [35]に
よる構成方法である．Gorensky-Hingston[23]の∨の構成方法も参照して欲しい．
単位閉区間I = [0, 1]に対し，h : LM × I →M ×Mをh(γ, t) = (γ(0), γ(t))で定義さ

れる連続写像とする．T を対角写像M →M ×Mの閉管状近傍とし，ω ∈ Hm(T , ∂T )

をThom類とする．簡単の為，

T̃ := h−1(T ), ∂T̃ := h−1(∂T ), ω̃ := h∗(ω) ∈ Hm(T̃ , ∂T̃ )

と置くことにする．またLM × Iの部分空間

P = {(γ, t) ∈ LM × I | γ(0) = γ(t)}

を考え，j : P → LM×Iを包含写像とする．この時，jのGysin写像j! : H∗(LM×I) →
H∗(P )が次の合成として定義される：

H∗(LM × I)
proj // H∗(LM × I, (LM × I) \ P ) H∗(T̃ , ∂T̃ )∼=

切除同型oo ω̃∩ // H∗(T̃ )
ψ∗ // H∗(P ).

右端の写像ψ : T̃ → P の定義を簡単に述べる．任意の (γ, t) ∈ T̃ に対し，(γ(0), γ(t))

は管状近傍T に含まれる．つまりγ(0)とγ(t)が十分近いので，γ(0)からγ(t)への最短
測地線 lが取れる．この時，4つの道を繋げて出来るループγ|[0,t] · l−1 · l · γ|[t,1]と適当な
Iの元との組によりPの元が得られる．それをψ(γ, t)とする．
Gysin写像 j!は，次の相対ホモロジー間の写像を誘導する：

j! : H∗(LM × I, (LM × ∂I) ∪ (M × I)) −→ H∗(P, (LM × ∂I) ∪ (M × I)).

θ : (P, (LM × ∂I) ∪ (M × I)) → (LM,M)×2 をループを 2つに切る写像，つまり
θ(γ, t) = (γ|[0,t], γ|[t,1])で定義される写像とする．基本類 [I, ∂I] ∈ H1(I, ∂I)を用いて，
次の合成でSullivanの余積が得られる：

∨ : H∗(LM,M)
×[I,∂I]// H∗(LM × I, (LM × ∂I) ∪ (M × I))

θ∗◦j! // H∗(LM,M)⊗2.

命題 3.1 ([23], [35]) 余積∨は結合的かつ可換である．つまり，次の等式が成り立つ：

1. (∨ ⊗ 1) ◦ ∨ = (−1)1−m(1⊗ ∨) ◦ ∨,

2. T∗ ◦ ∨ = (−1)1−m∨.

ここでT : (LM,M)×2 → (LM,M)×2は成分を入れ替える写像である．



4. 主結果
本章からMは単連結，係数体は有理数体Qを仮定する．与えられた多様体が単連結の
時，その有理係数ループホモロジーを調べる際は，有理ホモトピー論が非常に強力な手
法となる．論文 [16]，[18]では，Félix-Thomas-Viguéが有理ホモトピー論を用いてルー
プ積とBV代数構造について調べている．著者は [35]において，Sullivanの余積の有理
モデルを与えている．つまりMの極小 Sullivanモデルの言葉を用いて，Sullivan余積
を代数的に構成した．本稿では，余積の有理モデルの詳細を述べる事は省略する．本
章ではまず有理ホモトピー論の基本的な用語を復習し，その後有理モデルによって得
られた計算例や性質について紹介する．

4.1. 自由ループ空間のSullivanモデル

本節では，有理ホモトピー論の基本的な記号，用語と自由ループ空間の Sullivanモデ
ルを紹介する．詳細は [14]を参照して頂きたい．初めにLMの Sullivanモデルを説明
する．(∧V, d)をMの極小 Sullivanモデルとする．つまり (∧V, d)は次の性質を満たす
可換な次数付き微分代数である．

• V は次数付きQ上ベクトル空間，∧V は可換な自由次数付き代数である．

• dは∧V の微分で，Leibnitz則とd(V ) ⊂ ∧≥2V を満たす．

• (∧V, d)のコホモロジーは，M の有理コホモロジー環と代数として同型である：
H∗(M ;Q) ∼= H∗(∧V, d)．

Mの極小 Sullivanモデルを用いて，LMの Sullivanモデルが次のようにして与えられ
る．V をV の懸垂，つまり (V )n = V n+1とする．この時，可換な次数付き微分代数

MLM = (∧V ⊗ ∧V ,D)

を D(v ⊗ 1) = dv ⊗ 1，D(1 ⊗ v̄) = −s(dv ⊗ 1) (v ∈ V )により定義する．ここで
s : ∧V ⊗∧V → ∧V ⊗∧V は，s(v ⊗ 1) = 1⊗ v̄，s(1⊗ v̄) = 0を満たすderivationであ
る．これがLMのSullivanモデル，つまり次の代数としての同型写像が存在する：

H∗(LM ;Q) ∼= H∗(MLM , D).

この Sullivanモデルを用いる事で，有理係数の場合は自由ループ空間のコホモロジー
環を計算する事が出来る．著者はこのモデルを用いて，余積∨の有理モデルを与えた
([35])．しかしながら，一般的に（有理数体上とは言え）与えた有理モデルを用いて具
体的に計算するのは困難である．そこで次に紹介する，pureな多様体に着目する．

定義 4.1 ([14, §32]) 単連結な位相空間が pureであるとは，その極小 Sullivanモデル
(∧V, d)がd(V even) = 0，d(V odd) ⊂ ∧V evenを満たす事である．

pureな多様体のクラスには重要かつ基本的な多様体が含まれる．例えば，球面や複素
射影空間，より一般に等質空間が挙げられる．一方で，pureという性質は多様体の連
結和とは相性が悪い．実際，連結和CP 2#CP 2はpureであるが，CP 2#CP 2#CP 2は
pureとはならない事に注意しておく．pureな空間のコホモロジー環による特徴づけを
紹介しておく．



定理 4.2 ([14, Proposition 32.16]) 単連結空間Xの有理コホモロジー環が代数として

H∗(X;Q) ∼= Q[x1, x2, · · · , xn]/(r1, r2, · · · , rn)

を満たすならば，Xはpureである．ただしxiの次数は2以上の偶数であり，(r1, r2, · · · , rn)
は正則列である．

与えられた多様体Mがpureの時は，著者の与えた余積の有理モデルにより，具体的
に余積を計算する事が可能である．次節で具体的計算例を述べる．

4.2. 球面のSullivanの余積

Mが球面の場合の計算結果を紹介する．Sullivanの余積の具体的な計算例が与えられ
たのは著者が知る限り初めてであり，この計算によりループ余積とは違い十分非自明
な作用素である事が分かる．尚，計算結果はループホモロジーではなくコホモロジー
で記述している点に注意する．

定理 4.3 奇数次元球面 S2n+1の有理係数被約ループコホモロジーは，

H∗(LS2n+1, S2n+1;Q) ∼= ∧(e)⊗ (Q[ē]/Q1)

(|e| = 2n+ 1, |ē| = 2n)であり，余積の双対∨#は次を満たす：

∨#(ep1 ēp2 ⊗ eq1 ēq2) =
p2!q2!

(p2 + q2 + 1)!
ep1+q1 ēp2+q2+1.

ΩS2n+1は基点を保つループ全体の成す空間とするとき，LS2n+1は，S2n+1×ΩS2n+1と
有理ホモトピー同値であり，上述の定理のeはS2n+1の基本類に，ēはH∗(ΩS2n+1;Q) ∼=
Q[ē]の生成元に対応している．

定理 4.4 偶数次元球面 S2nの有理係数被約ループコホモロジーは，

H∗(LS2n, S2n;Q) ∼= Q{vk, wk | k ≥ 1}

（|vk| = 2n− 1 + k(4n− 2), |wk| = 2n+ (k + 1)(4n− 2)）であり，∨#は次を満たす：

∨# (vp ⊗ vq) =
(p− 1)!(q − 1)!

(p+ q − 1)!
vp+q,

∨# (wp ⊗ vq) = − ∨# (vq ⊗ wp) =
p!(q − 1)!

(p+ q)!
wp+q,

∨# (wp ⊗ wq) = 0.

∨#をH∗(LS2n, S2n)上の積と考えた時，上述の計算からv1，w1が代数としての生成元
となる事が分かる．ここでコホモロジー類v1，w1に対応するホモロジー類の幾何学的
意味を説明する．
S2を懸垂ΣS1と同一視した時，S2の恒等写像の随伴により得られる写像S1 → ΩS2 ↪→

LS2を考える．S1の基本類をこの写像が誘導するホモロジー間の写像でうつしたもの
がv1に対応するホモロジー類である．w1に対応するホモロジー類は次のようにして得
られる．S3 ∼= SU(2)の自然なC2への作用が誘導するS3のCP 1 ∼= S2への作用を考え
る．この作用により写像S3 → aut1(S

2)，更にはその随伴写像 f : S2 → Ωaut1(S
2)が



得られる．ここでaut1(S
2)は，S2の自己ホモトピー同値写像の成す空間の連結成分で

恒等写像を含むものである．sec(ev0)を ev0 : LM → Mの切断の空間で c : M → LM

を連結成分に含むものとすると，自然な同型Ωaut1(S
2) ∼= sec(ev0)が得られる．これ

により写像

S2 × S2 1×f // S2 × Ωaut1(S
2) ∼= S2 × sec(ev0) // LS2

が得られる．右端の写像は評価写像である．この写像とS2 × S2の基本類により，w1

に対応するLS2の4次ホモロジー類が得られる．

4.3. ループコホモロジーのHodge分解とSullivanの余積

本稿の最後に，Vigué[40]によるループコホモロジーのHodge分解と呼ばれる直和分解
と Sullivan余積∨との関係について述べる．Hodge分解については [19]も参照して欲
しい．Mの極小Sullivanモデルを (∧V, d)とし，MLMを4.1節で与えたLMのSullivan

モデルとする．するとMLMチェイン複体としての直和分解

MLM =
⊕
p≥0

(∧V ⊗ ∧pV ,D)

がある．この時，H∗
(p)(LM) = H∗(∧V ⊗ ∧pV ,D)と置く．定義からすぐ分かるよう

に，H∗(M ;Q) ∼= H∗
(0)(LM)，H∗(LM,M ;Q) ∼=

⊕
p≥1H

∗
(p)(LM) である．また Félix-

Thomas[15]によって，H∗+m
(1) (LM)の双対空間は，π∗(Ωaut1(M))⊗Qと同型である事

が示されている．
Félix-Thomas[16]は，ループ積がこの分解の下で良い振舞いをする事を証明している．

定理 4.5 ([16]) ループ積の双対µ#は次を満たす：

µ# : H∗
(p)(LM) −→

⊕
q1+q2≥p

H∗
(q1)

(LM)⊗H∗
(q2)

(LM) (p ≥ 1).

著者はpureな多様体の時に，Sullivan余積とHodge分解に関する次の定理を得た．

定理 4.6 Mをpureな単連結閉多様体とする．この時次が成り立つ．

(1) dimπodd(M)⊗Q− dimπeven(M)⊗Q ≥ 2の時，Q上で∨は自明である．

(2) dimπodd(M)⊗Q− dimπeven(M)⊗Q = 1の時，

∨# : H∗
(p)(LM)⊗H∗

(q)(LM) −→ H∗
(p+q+1)(LM) (p, q ≥ 1).

ただし∨#はSullivan余積∨の双対である．

この定理の系として，単連結コンパクトLie群に関する次の結果が得られた．

系 4.7 階数2以上の単連結コンパクトLie群の余積∨は，Q上で自明となる．
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